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L’inégalité isopérimétrique

Soient L un réel strictement positif et f une fonction de [0, L] dans C, dérivable par morceaux et
dont la dérivée f’ est un élément de L ([0, L]).

1. Montrer que . .
STy L
/ f(s)f'(s)ds < 7/ £ (s)|” ds.
0 ™ Jo

2. Soit v une courbe de [0,1] — C, continue, ¥"* par morceaux (on notera par I I’ensemble
des points ot vy n’est pas dérivable), fermée (c’est-a-dire v(0) = (1)) et sans point multiple
(c’est-a-dire 7 est injective sur [0, 1[). La longueur totale de la courbe sera désignée par L :

1
L ::/0 |7/ (t)] dt.

On définit ¢ sur [0, 1] par

vt e [0, 1], ¢(t):/0t I (w)] du.

Montrer que ¢ est une bijection de [0, 1] dans [0, L.
3. On définit f sur [0, L] par,

Vse0.Z],  f(s) =7 (¢7'(s))

Montrer que f est une fonction de [0, L] dans C, continue, ¢! par morceaux, fermée, sans
point multiple et vérifiant

Vs e [0,L]\ o(1), |f'(s)| = 1.

4. Justifier que l'aire du triangle suivant :

f(s)

est donnée par le demi produit vectoriel : %f’(s)

5. On considére les deux exemples suivants de courbes. Pour L > 0 fixé et L/2 >a >0 :

s si s €[0,a]

fi(s) = a+i(s—a) sis € [a,L/2]

! a—{—%—s—ki(%—a) sis€[L/2,a+ L/2]
i(L—s) sisefa+L/2,L]

et
L .2x
fa(s) = gez%s Vs € [0, L].

Tracer ces deux courbes et vérifier que f; et fo satisfont les mémes hypotheses que f.



. On note .o I'aire du domaine intérieur délimité par la courbe f. Vérifier la formule de Stockes

_ | [P f) A f(s)
szf—/o 2ds‘,

pour les deux exemples fi et fa.

. Montrer que

o =

%Im </OL f(s)f'(s) ds) | .

. En déduire I'inégalité isopérimétrique :
dmed < L2

. Montrer que l'on a égalité 4r.e7/ = L? si et seulement si la courbe est un cercle.



